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1.CEL PREZENTACJI — RENTA HIPOTECZNA

Renta hipoteczna jest to dozywotnia renta, ktorg wiasciciel niecruchomosci moze otrzymac
W zamian za przeniesienie praw wiasnosci na spotke (specjalnie w tym celu stworzony fundusz

hipoteczny), gwarantujac sobie w akcie notarialnym prawo do mieszkania w danym lokalu do
Smiercl.

Malzenska renta hipoteczna — umowa w ktorej wilascicielami nieruchomosci sg
matzonkowie — obecnie nie jest oferowana na rynku polskim.



1.CEL PREZENTACJI — RENTA HIPOTECZNA

Celem prezentacji jest modelowanie struktury probabilistycznej i przeptywoéw pienigznych
w malzenskiej rencie hipotecznej. Rozwazany jest przypadek, gdy renta wyplacana jest az do

momentu $mierci drugiego z matzonkow, czyli tzw. Status Ostatniego Przezywajacego (SOP).

W odroznieniu do klasycznego zatozenia o niezalezno$ci czasu trwania zycia matzonkow
przyjmuje sie zalezno$¢ przysziego czasu trwania zycia malzonkow. Struktura zaleznosci

modelowana jest za pomocg funkcji copula.

Celem badan jest zastosowanie modelu wielostanowego oraz wyznaczenie wysokosci
swiadczen malzenskie; renty hipotecznej. Obliczenia wykonane sg3 za pomoca wzorow
macierzowych na podstawie rzeczywistych danych z Dolnego Slaska. Poréwnane sa wielkosci
swiadczen w przypadku niezaleznosci, jak 1 zaleznosci czasOw trwania zycia malzonkow, przy

zastosowaniu dwoch funkcji copula.



2. OPIS MODELU - STRUKTURA PROBABILISTYCZNA

Struktura zaleznosci dtugosci zycia matzonkoéw moze by¢ modelowana za pomoca procesow
Markowa. Rozpatrzmy najprostszy model z N = 4 stanami, przedstawiony na wykresie 1.

/ Przestrzen stanow:

1 - oboje matzonkowie zyja

2 -nie zyje maz

3 - nie zyje zona

4 - oboje matzonkowie nie zyjq

Rys. 1. Przestrzen stanow



2. OPIS MODELU - STRUKTURA PROBABILISTYCZNA

S =1{1, 2,3, 4} — przestrzer stanéw,
T ={{ 2),(13),(1,4),(2,4),(3,4)} — zbior mozliwych przejs¢ miedzy stanami,

(S,T) — model wielostanowy (opisujacy wszystkiec mozliwe zdarzenia do momentu

zakonczenia umowy),

{X(k), k >0} — dyskretny proces stochastyczny, opisujacy zmiany standw w czasie trwania
UMowy,

X(k)= I, oznacza, ze matzonkowie sa w stanie i w chwilik,1eS k=0,1,2, 3, ....



2. OPIS MODELU — STRUKTURA PROBABILISTYCZNA

Zatozmy, ze proces {X (k),k = 0} jest nichomogenicznym tancuchem Markowa (Wolthuis,
Van Hoeck 1986). Wprowadzmy nastepujacg macierz D (Debicka 2013)

P(0)
P()

e R (n+1)x4

()
P(0) =(1,0,0,0)'

P(K) = (p1(K), po(K), Ps(K), P, (K)) k=012,3...
p,(K) = P(X (k) =i) ics



2. OPIS MODELU - LACZNY ROZKLAD CZASU TRWANIA ZYCIA
MALZONKOW
TXM - przyszly czas trwania zycia X-letniego m¢za, TXM [0, Cf)ivl 1,
@, =wiek graniczny dla m¢za — wiek X m¢za w momencie zawarcia umowy,
T;N - przyszly czas trwania zycia y-letniej zony, T;N [0, w\;v] :

60:,( =wiek graniczny dla me¢za — wiek y me¢za w momencie zawarcia umowy,
Potrzebny jest wiek tagczny rozktad przysztego czasu trwania zycia matzonkow (TXM , TyW )
Xy - wiek referencyjny dla me¢zczyzn
Y, - wiek referencyjny dla kobiet

X=X, +S§, y=Y,+t oraz 5,t >0,



2. OPIS MODELU - LACZNY ROZKELAD CZASU TRWANIA ZYCIA
MALZONKOW

Zaldézmy, ze znamy

1) dystrybuante lacznego rozktadu F(W, z) dla zmiennych (Txt" Ty )

2) funkcje copula C(u,V) taka, ze

F(w,z)=C(F"(w), F¥(z))
F“(w)=P(T" <w), F*(z)=P(T" < z) - rozklad brzegowy T, oraz T, .
Eaczna funkcja przezycia S(W, Z) moze byé okre$lona za pomoca funkeji copula C™(W, z)
S(w,z)=P(T) >w, T >7)= C(s™(w), " (2)),
C'(w,z)=w+z-1+C(1-w, 1-2).
S(w)=1-F(w). (Nelson 1999)



2. OPIS MODELU - EACZNY ROZKEAD CZASU TRWANIA ZYCIA
MALZONKOW

Posta¢ wektora P(k) =(p,(k), p,(k), p,(k), p,(k))" zalezy od wieku matzonkow oraz dtugosci trwania
umowy, co przedstawiono w tabeli.

k=12,..,min{o", o -1 k=minio)!, o) j...max{w,", o} |
(x,y) (x+k<ao oraz y+k<o') |(x+k>o! oraz/lub y+k>a!)
X=Y Pk =(p.(k), p.(K). oK), 0,0 | P(K) = (0,0,0,)

X>Y  IPK) = (p,(K), p,(K), po(K), . (K)) | P(K)=(0,0, py(K), pu(K))'

X<Y | PR =(py(K), p.(K), py(K), p.(K)) | P(K) = (0, p,(K),0, p,(K))

Zrodto: opracowanie wiasne.
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2. OPIS MODELU —LACZNY ROZKEAD CZASU TRWANIA ZYCIA
MALZONKOW

Twierdzenie (Heilpern, Debicka, Marciniuk)
Zatozmy, ze C"(w, z) opisuje zwiazek miedzy taczng a brzegowa funkcja przezycia dla X, -letniego mezczyzny
oraz Y,-letniej kobiety. Dodatkowo proces {X(t),teT} jest nichomogenicznym tancuchem Markowa,
opisujagcym wszystkie mozliwe zdarzenia w modelu wielostanowym
(S,T)=({1,2,3,4}, {1 2),(1,3),(L,4),(2,4),(3,4)}) matzenskiej renty hipotecznej. Wtedy elementy wektora
P(K) = (p,(K), P (K), Pa(K),P4 (k) okreslone sa nastpujaco:
C*(s" (x+k), 8" (y+k))

C'(s"(x). " (y))

p,(K) = P(X (k) = 2) = & (8" (x). s (y-+k)

p,(k) =P(X (k) =1)=

P (k) = P(X (k) =3) =  SY(y)

0, (k) = P(X (K) = 4) = C'(8¥ (x). 8" (y)-C(8" (x). 8" (y - k*)()s— (Exgss W()((y;)k), 5" (y))+C (8" (x+k), 8" (y+k))
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2. OPIS MODELU — WZOR MACIERZOWY NA WYSOKOSC SWIADCZENIA

Swiadczenie b z tytutu dozywotniej matzenskiej renty hipotecznej, platne z gory, obliczane jest

na podstawie rzeczywistej wartosci nieruchomosci W oraz procentu o tej wartosci (& € (0%,50%))

Z nastepujacego wzoru (Debicka, Marciniuk 2014):

b' . 0[W
A '(I - In+1 | ILl)' D'Jl ’
gdzie
.
J, :(1,0,0,0)T cR* I .. =(0,0,..., 10] eR™, dlakazdego k=01,...,n,
k+1
V=@Lv,.v") eR™ v =exp(~k-R,, ), k=12,...n - czynnik dyskontujacy

R, « - natychmiastowa stopa procentowa
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3.PRZYKLADY NUMERYCZNE - COPULA
e dane Gléwny Urzad Statystyczny — dla Dolnego Slaska 2011 r.

Prof. Heilpern 2015 znalazt rozktad taczny dla T, oraz T,

F(w,z) =C(P(T <w), P(TY <2))
dla wieku referencyjnego X, = Y, = 60 i wspotczynnika korelacji Kendalla 7 =0.076. Copula Gumbela
ma nastepujacg postac

C(u,v) = exp(— (<1nu)* + (v )j da «=1.0786.

Kryterium wyboru — réznica odleglosci miedzy taczng dystrybuanta empiryczng a teoretyczng funkcja
Kendalla.
e dane z wroclawskiego cmentarza —z 2011 r.
Najlepiej dopasowang copula dla tych danych jest copula AMH
C(U’V) — 1_0[(13\[:)(1_\,) dla «a =0.5867,
r=0.156 , X, =Y, =0.
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3. PRZYKLADY NUMERYCZNE - COPULA

Brzegowe funkcje przezycia S"(w) oraz S"(z) mozna wyznaczyé za pomoca liczby 1M(1")

mezczyzn (kobiet) zyjacych w wieku Yo(Xo), korzystajac z Tablic Trwania Zycia, w nastepujacy
sposob
I M

s" (w)=P (T, >w) = P(T)" > Xy +W| Ty > X, )= e

M ]
|

W

|
SY(2)=P(TY >2)=P(TY >y, + 2 |T)" >y, )= 2"

="
Iyo

Wartosei I, 1), I, ) wyznaczone sa z TTZ dla kobiet i mgzczyzn z Dolnego Slaska z 2011 .

(niepublikowane dane).
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3. PRZYKLADY NUMERYCZNE - STOPA PROCENTOWA

Parametry funkcji R,, estymowane byly metoda najmniejszych kwadratow na podstawie

rzeczywistych danych z rynku polskiego (http://bossa.pl/notowania/stopy/rentownosc_obligacji/),
dotyczacych obligacji zerokuponowych 1 obligacji o stalym oprocentowaniu z dnia 03.03.2015.

0.02

0.015

o 0.01

0.005

time to maturity

Rys. 2. Model natychmiastowej stopy procentowej

15



3. PRZYKLADY NUMERYCZNE - STOPA PROCENTOWA

Najlepiej dopasowang funkcjg do danych empirycznych jest funkcja w model Svenssona.
Wzér funkcji R, ma nastgpujaca postac

sl i) )

B, =0.02096, p =-0.01684, p,=0.05844,
183 = _0'05069’ Tl - 0'333881 Tz — 0-57974.

gdzie

W celu uproszczenia obliczen przyjmujemy, ze W = 100000 PLN oraz  =50%. Oczywiscie dla

dowolnego W, oraz a,, mamy
Wiy b |

b =
' Wa
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3. PRZYKLADY NUMERYCZNE
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Rys. 3: Swiadczenia dla kobiet w zaleznosci od wieku mezczyzn
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3. PRZYKLADY NUMERYCZNE
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Rys. 4: Swiadczenie dla mezczyzn w zaleznosci od wieku kobiet
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3. PRZYKLADY NUMERYCZNE

Swiadczenie rosnie wraz z wiekiem matzonkow.

Swiadczenie roénie szybciej dla starszych osob.

Wiegkszy wpltyw na wysokos¢ §wiadczenia ma wiek kobiety.

Dla niezaleznych czaséw trwania zycia malzonkow Swiadczenie jest prawie zawsze wyzsze
niz w przypadku copula AMH, wyzsze dla starszych matzonkéw w przypadku Gumbela
(Rys. 51 6)

Swiadczenie w przypadku funkcji AMH jest najnizsze. Gdy jedna z o0sob jest w wieku
powyzej 85 lat, a druga ma przynajmniej 80 lat Swiadczenie jest wyzsze w przypadku funkcji

Gumbela.
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3. PRZYKLADY NUMERYCZNE
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Rys. 5: Przyrost wzgledny miedzy $wiadczeniem w przypadku niezaleznosci i zalezno$ci (AMH) przysztych czaséw trwania
zycia malzonkow
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3. PRZYKLADY NUMERYCZNE
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Rys. 6: Przyrost wzgledny miedzy $wiadczeniem w przypadku niezaleznos$ci i zaleznosci (Gumbel) przysztych czasow trwania
zycia malzonkow
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