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1. CEL PREZENTACJI – RENTA HIPOTECZNA 

 

Renta hipoteczna jest to dożywotnia renta, którą właściciel nieruchomości może otrzymać 

w zamian za przeniesienie praw własności na spółkę (specjalnie w tym celu stworzony fundusz 

hipoteczny), gwarantując sobie w akcie notarialnym prawo do mieszkania w danym lokalu do 

śmierci.  

 

Małżeńska renta hipoteczna – umowa w której właścicielami nieruchomości są 

małżonkowie – obecnie nie jest oferowana na rynku polskim. 

  



 

   

  

4 

 

 

1. CEL PREZENTACJI – RENTA HIPOTECZNA 

Celem prezentacji jest modelowanie struktury probabilistycznej i przepływów pieniężnych 

w małżeńskiej rencie hipotecznej. Rozważany jest przypadek, gdy renta wypłacana jest aż do 

momentu śmierci drugiego z małżonków, czyli tzw. Status Ostatniego Przeżywającego (SOP).  

 

W odróżnieniu do klasycznego założenia o niezależności czasu trwania życia małżonków 

przyjmuje się zależność przyszłego czasu trwania życia małżonków. Struktura zależności 

modelowana jest za pomocą funkcji copula. 

 

Celem badań jest zastosowanie modelu wielostanowego oraz wyznaczenie wysokości 

świadczeń małżeńskiej renty hipotecznej. Obliczenia wykonane są za pomocą wzorów 

macierzowych na podstawie rzeczywistych danych z Dolnego Śląska. Porównane są wielkości 

świadczeń w przypadku niezależności, jak i zależności czasów trwania życia małżonków, przy 

zastosowaniu dwóch funkcji copula. 
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2. OPIS MODELU – STRUKTURA PROBABILISTYCZNA 

 

Struktura zależności długości życia małżonków może być modelowana za pomocą procesów 

Markowa. Rozpatrzmy najprostszy model z 4N  stanami, przedstawiony na wykresie 1. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 1. Przestrzeń stanów 

 

 

 1 

       3     2 

     4 

Przestrzeń stanów: 

1  - oboje małżonkowie żyją 

2  - nie żyje mąż 

3  - nie żyje żona 

4  - oboje małżonkowie nie żyją 
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2. OPIS MODELU – STRUKTURA PROBABILISTYCZNA 

 

  4,3,2,1S  – przestrzeń stanów,  

           4,3,4,2,4,1,3,1,2,1T  – zbiór możliwych przejść między stanami, 

 (S, T) – model wielostanowy (opisujący wszystkie możliwe zdarzenia do momentu 

zakończenia umowy), 

  0),( kkX  – dyskretny proces stochastyczny, opisujący zmiany stanów w czasie trwania 

umowy, 

   ikX  , oznacza, że małżonkowie są w stanie i w chwili k, Si  k = 0, 1, 2, 3, ….  
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2. OPIS MODELU – STRUKTURA PROBABILISTYCZNA 

Załóżmy, że proces  0),( kkX  jest niehomogenicznym łańcuchem Markowa (Wolthuis, 

Van Hoeck 1986). Wprowadźmy następującą macierz  D (Dębicka 2013) 
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2. OPIS MODELU – ŁĄCZNY ROZKŁAD CZASU TRWANIA ŻYCIA 

MAŁŻONKÓW 

M

xT  - przyszły czas trwania życia x-letniego męża, ],0[ M

x

M

xT  ,  

M

x wiek graniczny dla męża – wiek x męża w momencie zawarcia umowy, 

W

yT   - przyszły czas trwania życia y-letniej żony, ],0[ W

y

W

yT  ,  

K

y wiek graniczny dla męża – wiek y męża w momencie zawarcia umowy, 

 

Potrzebny jest wiek łączny rozkład przyszłego czasu trwania życia małżonków  W

y

M

x TT , . 

0x  - wiek referencyjny dla mężczyzn 

0y  - wiek referencyjny dla kobiet 

sxx  0 ,  tyy  0   oraz   0, ts . 
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2. OPIS MODELU – ŁĄCZNY ROZKŁAD CZASU TRWANIA ŻYCIA 

MAŁŻONKÓW 

Załóżmy, że znamy 

1)  dystrybuantę łącznego rozkładu  zwF ,  dla zmiennych  W

y

M

x TT
00

,   

2)  funkcję copula  vuC ,  taką, że 

      zFwFCzwF WM ,,  , 

    wTPwF M

x

M 
0

,    zTPzF W

y

W 
0

 - rozkład brzegowy  
M

x
T

0
 oraz 

W

y
T

0
. 

Łączna funkcja przeżycia ),( zwS  może być określona za pomocą funkcji copula  zwC ,*
  

    zSwSCzTwTPzwS WMW

y

M

x ,),(),( *

00
 , 

      )1,1(1,* zwCzwzwC  .      

          )(1 wFwS  .                                     (Nelson 1999) 
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2. OPIS MODELU – ŁĄCZNY ROZKŁAD CZASU TRWANIA ŻYCIA 

MAŁŻONKÓW 

Postać wektora   Tkpkpkpkpk )(),(),(),()(
4321

P  zależy od wieku małżonków oraz długości trwania 

umowy, co przedstawiono w tabeli. 
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M
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x
kx   oraz/lub W

x
ky  ) 
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4321

P   T
k 1,0,0,0)( P  

yx    Tkpkpkpkpk )(),(),(),()(
4321

P   Tkpkpk )(),(,0,0)(
43

P  

yx    Tkpkpkpkpk )(),(),(),()(
4321

P   Tkpkpk )(,0),(,0)(
42

P  

 

Źródło: opracowanie własne. 
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2. OPIS MODELU – ŁĄCZNY ROZKŁAD CZASU TRWANIA ŻYCIA 

MAŁŻONKÓW 

Twierdzenie (Heilpern, Dębicka, Marciniuk) 

Załóżmy, że  zwC ,*  opisuje związek między łączną a brzegową funkcją przeżycia dla 0x -letniego mężczyzny 

oraz 0y -letniej kobiety. Dodatkowo proces  TttX ),(  jest niehomogenicznym łańcuchem Markowa, 

opisującym wszystkie możliwe zdarzenia w modelu wielostanowym 

    )4,3(),4,2(),4,1(),3,1(),2,1(,4,3,2,1),( TS  małżeńskiej renty hipotecznej. Wtedy elementy wektora 

 Tkpkpkpkpk )(),(),(),()( 4321P  określone są następująco:  
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kXkp

WM

WMWM

,

,,
3)(P)(

*

**

3


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                   

    
.

,

,,,,
4)(P)(

*
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4
ySxSC
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2. OPIS MODELU – WZÓR MACIERZOWY NA WYSOKOŚĆ ŚWIADCZENIA 

Świadczenie b  z tytułu dożywotniej małżeńskiej renty hipotecznej, płatne z góry, obliczane jest 

na podstawie rzeczywistej wartości nieruchomości W oraz procentu   tej wartości   %50%,0  

z następującego wzoru (Dębicka, Marciniuk 2014): 

 
,

111 JDIIIV 




T

nn

T

W
b


 

gdzie 

  4

1 R0,0,0,1 
T

J      ,,...,1,0kazdego dla,R0,...,1,...,0,0 1

1

1 nkn

T

k

k 







 



I  

  1R,...,,1  nTnvvV       ,exp ,0 k

k Rkv   nk ...,,2,1  -  czynnik dyskontujący 

kR ,0  - natychmiastowa stopa procentowa   
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE – COPULA 

 dane Główny Urząd Statystyczny – dla Dolnego Śląska 2011 r. 

Prof. Heilpern 2015 znalazł rozkład łączny dla T
M
x0

 oraz T
W
y0

 

    zTPwTPCzwF W

y

M

x 
00

,),(  

dla wieku referencyjnego 6000  yx  i współczynnika korelacji Kendalla .076.0  Copula Gumbela 

ma następującą postać 

     







 

1

lnlnexp),( vuvuC            dla        0786.1 . 

Kryterium wyboru – różnica odległości między łączną dystrybuantą empiryczną a teoretyczną funkcją 

Kendalla. 

 

 dane z wrocławskiego cmentarza  – z 2011 r. 

Najlepiej dopasowaną copula dla tych danych jest copula AMH 

)1)(1(1
),(

vu
uvvuC




           dla     5867.0 ,  

156.0  , 000  yx .  
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE – COPULA 

 

Brzegowe funkcje przeżycia  wS M  oraz  zSW  można wyznaczyć za pomocą liczby  W

y

M

x ll
00

 

mężczyzn (kobiet) żyjących w wieku  00 xy , korzystając z Tablic Trwania Życia, w następujący 

sposób 

   
M

x

M

wxMMM

x

M

l

l
xTwxTPwTPwS

0

0

0 0000)(


 , 

   
W

y

W

zyWWW

y

W

l

l
yTzyTPzTPzS

0

0

0 0000)(


 .  

Wartości M

wxl 0
, M

xl 0
, W

zyl 0
, W

yl 0
 wyznaczone są z TTŻ dla kobiet i mężczyzn z Dolnego Śląska z 2011 r. 

(niepublikowane dane). 
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE – STOPA PROCENTOWA 

Parametry funkcji kR ,0  estymowane były metodą najmniejszych kwadratów na podstawie 

rzeczywistych danych z rynku polskiego (http://bossa.pl/notowania/stopy/rentownosc_obligacji/), 

dotyczących obligacji zerokuponowych i obligacji o stałym oprocentowaniu z dnia 03.03.2015. 

 

 

Rys. 2. Model natychmiastowej stopy procentowej                 
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE – STOPA PROCENTOWA 

 

Najlepiej dopasowaną funkcją do danych empirycznych jest funkcja w model Svenssona. 

Wzór funkcji kR ,0  ma następującą postać 
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
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 






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e
k
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.57974.0,33388.0,05069.0

,05844.0,01684.0,02096.0

213

210








 

 

W celu uproszczenia obliczeń przyjmujemy, że W = 100000 PLN oraz %50 . Oczywiście dla 

dowolnego 1W  oraz 1 , mamy  

b
W

W
b 



11
1  . 
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE  

 
 

 

Rys. 3: Świadczenia dla kobiet w zależności od wieku mężczyzn 
 

 

 

2300

2800

3300

3800

4300

4800

5300

5800

60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86 88 90

św
ia
d
cz
en

ie

x

Gumbel

AMH

indpend. y = 80

y = 60

y = 70



 

   

  

18 

 

3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE  

 

 
 

Rys. 4: Świadczenie dla mężczyzn w zależności od wieku kobiet 
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE  

 

 Świadczenie rośnie wraz z wiekiem małżonków.  

 Świadczenie rośnie szybciej dla starszych osób.  

 Większy wpływ na wysokość świadczenia ma wiek kobiety. 

 Dla niezależnych czasów trwania życia małżonków świadczenie jest prawie zawsze wyższe 

niż w przypadku copula AMH, wyższe dla starszych małżonków w przypadku Gumbela 

(Rys. 5 i 6) 

 Świadczenie w przypadku funkcji AMH jest najniższe. Gdy jedna z osób jest w wieku 

powyżej 85 lat, a druga ma przynajmniej 80 lat świadczenie jest wyższe w przypadku funkcji 

Gumbela.  
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE  

 

 
 

 
Rys. 5: Przyrost względny między świadczeniem w przypadku niezależności i zależności (AMH) przyszłych czasów trwania 

życia małżonków  
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3. PRZYKŁADY NUMERYCZNE  

 
 

 

 

Rys. 6: Przyrost względny między świadczeniem w przypadku niezależności i zależności (Gumbel) przyszłych czasów trwania 

życia małżonków  
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